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UN METODO PER DETERMINARE 1 PARAMETRI

CARATTERISTICI DI UNA DISTRIBUZIONE DI BRILLANZA
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INTRODUZIONE

In questo rapporto viene descritto un metodo generale che permette di
ricostruire la distribuzione di brillanza radio di una certa area di cielo,
qualora sia nota (per punti) la rispostadel radiotelescopio che osserva quel-
1'area. Si assume un modello di distribuzione gaussiano bidimensionale e si
favl'ipotesi che anche il "beam" del radiotelescopio sia di tipo gaussiano
(cosi & generalmente il beam che viene usato per la ricostruzione delle map-
pe radio, dopo il procedimento di "clean" dei dato ottenuti dal radiotelesco-
pie di Westerbork). Innanzi tutto il metodo ricava dai dati sperimentali al-
cuni parametri che descrivono la distribuzione osservata e precisamente la
posizione del baricentro, la direzione degli assi principali della distribu-
zione e i momenti quadrati della distribuzione intorno a tali assi. Successi-
vamente, assumendo un modello gaussiano, il metodo giunge a impostare le rela-
zioni fra i suddetti parametri e quelli relativi alla distribuziome originaria,
facendo uso delle proprietd delle trasformate di Fourier. Infine viene breve-—
mente discussa la risoluzione del sistema di equazione che permette di ricéva—
re i parametri della distribuzione originaria e vengono evidenziati alcuni ca-
si particolari. Nello sviluppo del procedimento matematico si tiene esplicita-—
mente conto del fatto che 1'esecuzione dei calcoli sard affidata ad elaborato-
ri elettronici, cioé si ha cura di discutere in particolare i possibili casi
di singolaritd ed il metodo per riconoscerli, e in ogni caso si impostano le

operazioni in modo da minimizzare l'errore introdotto nei calcoli.

1.DETINIZIONE DEL SISTEMA

Supponiamo che la zona di cielo osservata non sia eccessivamente estesa,
cioé che la porzione di superficie sferica in esame sia approssimabile con un
piano. In questa ipotesi possiamo definire un sistema cartesiano ortogonale

X, Y a cui riferiamo la posizione dei punti della zona di cielo osservata. L'ori-



gine del sistema di riferimento & arbitraria. Per quanto riguarda la dire-
zione degli assi invece, & pil comodo che questi vengano scelti paralleli
agli assi principali del '"beam" d'antenna (che, come detto nell'introdu-
zidne, si suppone gaussiano). In altre parole,si sceglie il sistema di ri-

ferimento in modo che 1'equazione del '"beam" d'antenna sia a parte una costan-

te 2 2
><2+7/)

Ogni punto in questo sistema di riferimento sard quindi individuato dalia
coppia di coordinate Xi e Yi' Definiamo inoltre fi il valore corrispondente

della distribuzione di brillanza osservata in quel punto.

2.POSIZIONE DELL'OGGETTO IN ESAME

Per "posizicne'" di una zona estesa di radiocemissicne, si intende comune-

mente la posizione del suo baricentro radio, le cui coordinate, X, e YG, sono

G
date dall'espressione:
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Determinate le coordinate XG’ YG trasferiamo per comoditd, 1'origine degli as-

si nel baricentro. In questo nuovo sistema, che indichiamo con 7)’7’ le coordi-

?l' - X/ - ><C—
q::: 7{ - ;/G

nate dei punti saranno:

3.DIREZIONE DEGLI ASSI PRINCIPALI DELLA DISTRIBUZIONE OSSERVATA

Gli assi principali definiscono due direzioni, 1'una perpendicolare all'al-

tra, lungo le quali si estende mediamente la distribuzione di brillanza csser-—



vata, come & noto gli assi devono passare per il baricentro e quindi le
equazioni, nel sistema baricentrico, devono essere rispettivamente: Q =

1 -
= H1‘$ per un asse e Q = -5 ? per 1l'altro. Il nostro problema & di deter-

i
punti e i corrispondenti 'pesi' fi' La soluzione si pud ottenere usando il

minare il coefficiente angolare m, essendo note le coordinate ‘fi'e ?. dei

metodc dei minimi quadrati, cioé@ imponendo che la somma dei quadrati delle
distanze (pesate) dei punti dal generico asse con coefficiente m, sia mi-
nima rispetto & m. Come si pud vedere geometricamente, la distanza di un
-~ . x
punto ~$if qi dalla retta Q = nl'g € data dalla relazione :
[m T 1l
S sl

e

V4 + m*
Elevando al quadrato ciascuna distanza, moltiplicando per il peso f.,, som—
mando e imponendo la condizione di minimo, si ha:
) , _
A . ' L
.._J.'fz’ f‘”‘“f”l:)f-f =0
: J

dm 1 - 4« m? ‘

Sviluppando questa espressione, si perviene alla seguente equaziome di -

grado:
5 Lot
wm' + L_(\f‘ 7'>' m -1 -0
2—?:*’2:1{)(

Come si pud vedere immediatamente il prodotto delle due soluzioni (sempre

reali) &: -1. Questo significa che le soluzioni rappresentano entrambi gli

£ =
L.
1

= 0. In questo caso gli assi sono paralleli a quelli di riferimento (soluzio-
. ‘ . . s, o
ni: my = 0 em, = ), oppure (se anche il termine 2,(‘?i - i) £,

la distribuzione & a simmetria circolare (m indeterminato); si pud, per co-

assi ortogonali che si cercavano. Si ha una singolarita gquando 2_ fi 1

¢ nullo)

% Perch® questo sia vero & indispensabile che le due coordinate siano omogenee.



moditd, far coincidere questo ultimo caso con il precedente, cioé porre ancora
m = 0 se la distribuzione & a simmetria circolare, risulterd tale quando si
calcoleranno le dimensioni dei due assi. Per evitare che 1'elaboratore lavori
intorno ad un punto di singolaritd si pud procedere come segue:

Avendo posto 2. (?f - '?i) fi = ae Z}?l l?i fi = b, si esamina b : nel caso
(molto eccezionale) che b sia esattamente nullo, si pone: m = O e non si risol-

ve l'equazione. Diversamente, si confronta b con a

Se |]al <1000 | bl e| bl < 1000 {afsi risolve 1'equazione;

~

Se [al > 1000 |bl si pone m = 0

1s

Se | b] >1000 [al si ponem

In questi ultimi due casi 1'errore introdotto corrisponde a meno di 0°05 nell'an-

golo.

4.MOMENTI QUADRATI DELLA DISTRIBUZIONZ INTORNO AGLI ASSI PRINCIPALI.

Determinate le direzioni degli assi, indicheremo d'ora in poi con il simbo-
lo m quella soluzione per cui risuita | m{ <1; questo, per evitare in ogni caso
la singolaritad: m = &, Corrispondentemente, gli angoli o/ e } che gli assi co-
sI determinati formano con 1'asse x del sistema di riferimento, saranno

Q(=QLCJ( (/VV\)
J L1 <5

T con
g % O{*’ 5
{ )
:Consideriamo ora il nuovo sistema di riferimento § , VZ , ottenuto ruotando
il precedente di un angolo { (in senso antiorario, per o positivo).
) 3 *
Le formule di trasformazione sono :
§
. “f= ?Coso(_-t-ylsemo(
(1)

)
(V[.; _\Q’semo( +Vz cos o

% Vale la stessa nota a pag. 3
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In questo sistema, i momenti quadrati T e (z'della distribuzione intorno

agli assi sono dati dalle espressioni:

O:('l’Z?:#)"

= Zf f;
2
' .
2 Z Q{ F
a, C —
B - z F‘.
Sostituendo la (1) al posto di Fl e Ql e ricordando che .
i ; ] ot . . 2 472*“_
Cosﬁﬁx/ = —-jl——-z—": /1 r 4 S@nm 0[= —_— / 2 seud s d “"i';"'/"my_
if'fd"’( € Om 4 + ant

si ha infine:
' 2

fi e Z gt comIsing b

(4+aut) Z-ﬁi

st

1

at mt 28 e Z il - 20 Zgqb
(4+m*) 2= ﬂ_

Dall'esame di queste ultime due relazioni risulta in particolare che se Cy =

= C; (distribuzione a simmetria circolare), si ha

G-ol-.'

_'1' — 2
&S?f: _2__2‘;;{ -

sp Fo

qualunque sia il valore di m scelto.

5.MODELLO DI DISTRIBUZIONE GAUSSIANO E TRASFORMATA DI FOURIER BIDIMENSIONALE.

Come & gid stato detto, si assume un modello di distribuzione gaussiano
bidimensionale sia per il "beam" d'antenna, che per quanto riguarda la distri-
buzione originaria di brillanza. Conseguentemente anche la distribuzione osser-
vata & di tipo gaussiano, come dimostreremo pil avanti. Sotto queste ipotesi,
determinate con i metodi descritti nei paragrafi precedenti, i parametri carat-
teristici della distribuzionme di brillanza osservata (&, B, G, e Tp), 1la

]

. . s ; ; . 1 1 -
funzione che descrive la distribuzione osservata, nel sistema ‘? 5 ﬂ sara
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Infine, ld distribuzione originaria, orientata nelle direzioni g e \? = 9*‘%

- o, T z
» € con momenti quadrati incogniti % e Gf sar3d del tipo:

) [(Z_O_Sl_?- seun 9)? Sm 9 Cas"g )'Z 580 Zv )}9?]

z
G e

565.1)-

Com'é noto, la distribuzione osservata & la covoluzione fra il "beam" e 1la
distribuzioe originale. Per una fondamentale proprietd delle trasformate di
Tourier (T.T.), ne consegue che la F.T. della O (? ,I’Z) é uguéle al prodotto
della F.T. della B (?,,fz ) per la F.T. della S(? 5 rz). E' quindi possibile,
noti O (¥ ,7) e B(? i ), determinare S(§ f().

Ricordiamo la definizione della F.T. bidimensionale: data una funzione f(x, y),
la sua F.T. € quella funzione di u e v che risulta dall'espressione:

>+
‘ o[ wx +Vyl]

T[){)J // TP(xzy) e ol % dy

-a" -c/’

Determiniamo ora le F.T. delle nostre funzioni, ricordando che si tratta di

calcolare integrali del tipo :

v e P

o by e c¥] somi [aFevq]
T(“V _// ei d?diz

per' cui risulta (eseguito il calcolo):

4Tt [Auﬁa |
y Gqob-ct

T'(u,\r)= €



Applicando questo risultato alla F.T. della distribuzione originaria si ha,
dopo alcuni semplici passaggi:

i N 2 A i1
_ = Zﬂz[(@; ot + %1Semt S)U}* (G? s 8 + Ve seu’ 6) V"“«?S&*zg@'f'og/)uu"
—
[[s]. ¢

Analogamente, per‘quanto riguarda il "beam"
/ 2. 1

_2_‘17"[0—)(2(,(1'-*-0_7 Y j

o

| [B]- ¢

Quindi la F.T. della distribuzione osservata g | [O] = | [‘S] . l [BI—

i T — 1) * : -1'_‘ 2 e
[ (Gy'cost G + T seu” @ )W+ (Go o5’ G+ Ty set T + 5 JROLLI ) ]

Esaminando quest'ultima espressione si deduce che anche la distribuzione os-
servata deve essere di tipo gaussianc, come era gid stato anticipato. D'altra
parte, la F.T. della distribuzione osservata, calcgolata direttamente &:

— o (@ colet et o Jul (G feos'at + el W) V- veu 24 (o3-S Jur]
[[0]. ¢
Le due espressioni sono quindi identiche poicheé tale identitd deve valere per
ogni U e per ogni V, si deduce il seguente sistema di tre equazioni nelle tre
incognite J , GO’ e U;(:

G cost 9+ Gp seu O

LS T 2 z kS
o G—O(COSO(-'!-GF sew ol - O

1

y L ostel -Gy
( Oy s € + Te cos & G, sew ol + Gp €0 oLy
(2)

(Q-% _q&;)sm 29 = (D’; Gy) se 2ot

6.RISOLUZIONE DEL SISTEMA

Sommando e sottraendo la prima e la seconda equazione nel sistema (2) si



ottiene il sistema equivalente:
. 2 2 B Z = 2
0‘;+ Ve = CO; +®B)_ (G-f"m/)
2
<G&1 _ Gfl)Cos 29 - (O—;‘ G-;;)COS 2 _(5‘1\2_ CTY )
(3)

2

T 2
(c’—v *Q_f)sem 79 = (G;é & %L)S&k 2

A questo punto uadrando e sommando le ultime due equazioni, si ha:
p s s

2 ) ‘ v Ee by A
Gy - To = 2 \(O-93")% (6™ T3) " 2 cos 2 (%~ 0) (% 05

Resta da risolvere l'ind.eterminazione del segno: a questo proposito c'é da
notare che, scegliere un segno piuttosto dell'altro, significa invertire G‘y
con G—x , e di conseguenza, come risulta chiaro all'esame delle ultime due
equazioni del sistema aggiungerej;rall'angolo 29, cioé T7/2 all'angolo &

Si pud quindi dedurre che lascelta nel segno mon altera in alcun modo il ri-
sultato finale (semmai provoca uno scambio di nomi; in ogni caso,all'angolo,
definito con il nome &, corrisponde sempre il momento Uy e viceversa). Sceglia-
mo allora per comoditd il segno piii: cid significa che noi vogliamo indicare
con G il momento maggiore fra i due e, di conseguenza, con O la direzione
principale lungo cui si estende 1'oggetto.

Otteniamo quindi, insieme alla prima equazione del sistema (3), il nuovo siste-
ma di 2 equazioni. Nelle due incognite (7& e D—f (notare che cos2« & espres-—

so in funzione di m):

2

e (5 ) (50

T
T - O = — :
o ¢ = \ig, - T ) e (G- )-,2;;’1_“_;__(0;(_5‘;)(&7;-?;)
(+/m



da cul infine si hanno le soluzioni:

| l-,qlt )((T,.a« ) (U - v‘5)+ (O\ 2’ o kgd C3)(6i—‘(§L>
%

(4)

2 'L 3 2 1\1 -y T
O = & [l (o7 ) - V- o0 o (g 3 ) 57).

Pud accadere che una delle due soluzioni (CQf), o entrambe., siano negative.
Un risultato del genere non ha ovviamente alcun significato fisico, dovendo-
si riferire a dei momenti quadrati, ma & ugualmente da non escludere a pric-
ri. Infatti, alcuni termini noti del sistema (CTd, 0z e X) sono ricavati
dai dati sperimentali e, come tali possono essere affetti da errore, dovuto,
per esempio, al rumore presente nelle registrazioni o al fatto che il model-
lo gaussiano pud essere in taluni casi inadeguato. Per evitare di prendere in
considerazione soluzioni negative, o comunque soluzioni prive di significato,
il procedimento migliore & probabilmente quello di confrontare le soluzioni

2
trovate con i parametri del "beam'". Per esempio si pud porre r = O, 1 5 *G}

s v 2
e confrontare r con le soluzioni:

Se: lG‘t‘e 1 << . » si pone Gel =9 &i fa lo stesso confronto fra
ﬁ;‘ er. Se:‘5'€’> T , allora possono darsi due casi: 1) CT% < O s
il modello & inadeguato e 1'indagine pud ritenersi conclusa con un insucesso;
2)(3% S0 , le soluzioni trovate possone essere considerate significative.
A questo punto resta da calcolare la direzione & . E' chiaro che ha sen-
so determinare tale direzione solo se i due momenti Ce e (¢ sono sensibil-
mente diversi fra loro e diversi da zero. Altrimenti la distribuzione &, rispet-—
tivamente, a simmetria circolare o puntiforme ed in entrambi i casi 1'angolo &
non esiste. Il procedimento precedente ci permetterd gid di discriminare il
caso della sorgente puntiforme, per cui ne risulta Uy = (Tel = 0, non si pro-
cede al calcolo di U (oppure si pone convenzionalmente S - 0). Altrimenti,

bisogna controllare ancora che i due momenti siano sensibilmente diversi. Un
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criterio corretto potrebbe essere quello di controllare 1'eccentriciti,

cioé il termine: 4 - S¢ | se questo numero (sempre compreso fra O e 1)

G

€ molto vicino a zero, per esempio & minore di 0.1, allora si pud assu-
mere che la distribuzione sia a simmetria circolare. Diversamente si pud
procedere al calcolo di © . Le due ultime equazioni del sistema (3) ci
permettono di calcolare 1'angolo 2 O, essendo noti il seno e coseno. A
questo proposito, se il programma scritto per l'elaboratore & in linguag-
gio FORTRAN, si pud fare uso di una "subroutine' di libreria (ATAN 2) che
permette il calcolo dell'arcotangente con due argomenti risolvendo anche

le singolarita: dati nell'ordine il seno ed il coseno la subroutine forni-

sce 1'angolo in un intervallo compreso fra — Il e + T , Per cui si pud por-
re:

TAN —_— ( - Jf&) AMat = Vg SV TS
(5) 9: 7 A ‘,ﬂ 2 Z 4yt 4 ) Temt .

L'angolo E} € quindi univocamente determinato, risultando compreso fra —;;
2
e + %; . L'insieme delle (4) e della (5) rappresenta dunque la soluzione
generale del sistema.
Nel prossimo paragrafo vedremo alcuni casi particolari, che, essendo
riconoscibili a priori, permettono di trovare le soluzioni con calcoli pii

semplici e quindi pid precisi.

7.CAST PARTICOLARI.

a) Assi della distribuzione osservata parallela agli assi del beam

(m = 0).

Questo caso €& molto importante perché comprende anche quelli, tutt'al-
tro che infrequenti, della sorgente puntiforme e della distribuzione a sim-.
metria circolare, (infatti si & deciso per, comodit3 di porre m = O anche

nel caso in cul m & indeterminato come & detto nel paragrafo 3).



- 11 -

re

Sostituiamo m = O nelle (4) e nella (5). I1 termine sotto radice

diventa un quadrato perfetto. Per cui si ha: X
G - [ Gt ) (Gnre 93 %) o] (0 Y- (ot 9]

, . . .
O L %) - (@t -5)- ] (g G- (-G ]

& _ 1L aran2 [0, (02-0¢)- (G*- G
"7

Possono darsi due casi:
L
(3 1) ~1 G2 ; i . & 1) Tt~ T)
1) (G_o& = Up)-LGf“}])> 0 , da cui: (G;‘ -On) 2 ( 7 cioé
la sorgente si estende di pili in direzione X che in direzione Y. In questo

caso si ha:

—1 1
Oy = Yo - 0%

G{)'L - G_fsl- 0‘71
o - o
1o 1 % T P
2) (GQ..UE)-(O?"07) <O (la sorgente si estende maggiormente

in direzione Y)
Si ha:
1 L
O_;: Uﬁ,"CTY‘
, . .
U}m‘ . Ou- 0%
-r
& =3

Come era ovvio prevedere, la distribuzione originaria & anch'essa orienta-
ta parallelamente al "beam" e i suoi momenti quadrati sono la differenza

fra i momenti quadrati della distribuzione osservata e quelli del beam.

b) "Beam" circolare (U = G7)
b

. y
Si ha:
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o= + [ 0h)-2 G« o) ]
0¢. LG %) -2 G- g G

o= L atanz [2m (%'~ G5 ), (4- ) (7~ T3]

P

Anche qui possono darsi due casi:

1 G > 0

()_el -2 (J_t - (J—i
-= - = -~ B =T Zﬁ(\
o =d (-i-‘vnk - ?2% §
2) Gy < 03

In questo caso si ha:

1 2 1
0‘8:6‘P~GX
L 1 1
(Tf‘ :U-ol -Gx
I 5
A

Questa volta la distribuzione originaria & orientata parallelamente alla
distribuzione osservata e i suoi momenti quadrati sono la differenza fra

quelli della distribuzione osservata e il ''raggio" del beam.

8.FLUSSO TOTALE DELLA DISTRIBUZIONE ORIGINARIA

A questo punto determinati tutti i parametri "geometrici” della
distribuzione, resta ancora da dire qualicosa a proposito del flusso tota-

le. Questa quantitd non & mai comparsa nelle formule usate finora, in quan-
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to le costanti moltiplicative nelle funzioni di distribuzione non inter-
vengono nel calcolo delle posizioni e dei diametri. Volendo scrivere 1'espres-—

sione completa della distribuzione osservata si ha invece:
0. (F, 1)

Dove la costante P & il '

'picco" della distribuzione. I1 flusso totale S &

definito da:

J[Po(s)ds
J[R (5, 1) dsaq

S

Eseguendo il calcolo dell'integrale, nell'ipotesi di un modello gaussiano,

si ha:

T2 Gu T G O

ZTG-'#C} G‘T\G}’

Per cui, misurando 1'intensitZ del picco P si pud ricevare il flusso. Da
notare che, nel caso della sorgente puntiforme ( Oxu= 0 e Cﬁ =

- Gy ) il flusso totale cosi definito coincide con 1'intensitd di picco.
C'é perd un altro metodo per determinafe il flusso che consiste nell'appli-
care direttamente la definizione. Cioé, detti bi i punti del "beam", campio-

nati come i dati fi’ il flusso é&:

&t

b

\

™

Questo secondo metodo & indubbiamente pil preciso, sia perché & valido
sempre, anche nel caso che la distribuzione non sia gaussiana (purché il
"beam'" non sia ad sxts nulla), sia perché si basa sulla misura di molti

punti e mnon solo su quella del picco.



